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Metoda panelowa z rozkladem natezenia Wirow

Teoria cienkiego profilu zapewnia dos¢ dobrg zgodnos¢ rozwigzan z danymi eksperymentalnym
dla cienkich profili (do okoto 12% grubosci wzglednej) oraz w zakresie matych katow natarcia.
Niemniej jednak w aerodynamice cz¢sto sg rozwazane grubsze profile oraz profile operujgce w
zakresie wyzszych katow natarcia. W zwigzku z tym, aby umozliwi¢ analizy aerodynamiczne
dowolnych bryt operujacych pod dowolnym katem natarcia wykorzystywane sg metody
numeryczne. Jedng z prostszych metod numerycznych jest metoda panelowa z rozkladem
natezenia wirdOw. Koncepcja w konteks$cie modelu fizycznego jest podobna do tej wykorzystane;j
w teorii cienkiego profilu, tj. przeptyw na brzegu profilu (pami¢tamy, ze nasze analizy dotycza
przeplywu nielepkiego!) jest modelowany poprzez wiry o rozktadzie natezenia ktory zapewnia,
ze linie pradu w bezposrednim sasiedztwie profilu pokrywajg si¢ z jego brzegiem. W teorii
cienkiego profilu, aby uzyska¢ rozwigzanie analityczne wiry byly rozmieszczone wzdhuz
szkieletowej profilu. W przypadku analiz numerycznych, mozna oczywiscie rozwigza¢ model z
wirami na brzegu profilu, zgodnie z tym co zostalo pokazane ponize;j.
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W rozwazanym przez nas modelu numerycznym wiry wzdhuz brzegu profilu pokazane na
poprzednim slajdzie s3 niejako zdyskretyzowane przy uzyciu tak zwanych paneli, zgodnie z tym
co przedstawiono ponizej.
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Warto$¢ natezenia wiru, y(s) na kazdym panelu jest stala 1 moze zmienia¢ si¢ skokowO
przechodzac z jednego panelu do drugiego. Nat¢zenie wiru na j-tym panelu jest okreslone jako
¥;j- Niewiadomymi sg wartosci nat¢zenia wirOw na wszystkich panelach. Natomiast rozwigzanie
uzyskuje si¢ zaktadajac, 1z linia pradu najblizej oplywanego ciata pokrywa si¢ z jego brzegiem
oraz jest spetniony warunek Kutty-Zukowskiego na krawedzi sptywu. Warunki brzegowe sa
zadawane na punktach kontrolnych kazdego panclu.
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Potencjal predkosci indukowany w punkcie kontrolnym P (patrz rysunek poprzedni slajd) przez
jeden panel, w tym przypadku j-ty panel, jest zdefiniowany nastepujaco:

1
J

Kat 0p; Jest zdefiniowany jako:

y—Yj
Op; = arct 10.2
pj = arctan (x—xj> ( )

Natomiast potencjat predkosci indukowany w punkcie P od wszystkich paneli jest oczywiscie
sumg czastkowych wartosci, zgodnie z réwnaniem (10.1).

j=1 J=1

W przypadku natomiast gdy punkt kontrolny P znajduje si¢ na dowolnym i-tym panelu rownania
(10.2) 1 (10.3) przyjmuja nastepujace postacie.




6;; = arctan (ﬂ) (10.4)
Xi — .X'j

n
'}/.
d(x;,yi) = —Zﬁj 0;;ds; (10.5)
j=t "

Oczywiscie, rownanie (10.5) okresla potencjat predkosci indukowany na brzegu na dowolnym i-
tym panelu przez wszystkie panele.

Pamietamy o zalozeniu, ze catkowita wartosci predkosci w kierunku normalnym na kazdym
panelu jest rowna zero. W zwiagzku z tym wykorzystujac ten warunek brzegowy mozemy zapisac
sktadowa normalng od predkosci w jednorodnym naptywie jako:

Voon = VoCOSP; (10.6)

Natomiast sktadowa normalng predkosci indukowanej jak ponize;.

=7 . f/)(xuyl) (10.7)




Lub bardziej precyzyjnie Wstawiaj qc (10.5) mamy.

10.
I, = j - J ds; (10.8)

Pamietajgc o zalozeniu, ze catkowita wartosci predkosci w kierunku normalnym na kazdym
panelu jest rbwna zero, tj.

Vien +V, =0 (10.9)

Otrzymujemy nast¢pujace rownanie na dowolnym i-tym panelu

VoocosfB; — z i ds; =0 (10.10)

6nl

Wartosci catek w roéwnaniu (10.10) sg wynikiem parametrow geometrycznych oplywanego
profilu (nie zaleza od przeptywu). W zwigzku z tym wartosci catek moga by¢ zapisane w postaci
nastgpujace] macierzy J;;.




n

VOOCOS,BL' — ;/—7]_[]1] =0 (1011)
j=1

Rozwigzujac numerycznie uktad réwnan lintowych sformutowanych dla kazdego panelu
otrzymamy z tatwoscig wartosci natezenia wirdw na kazdym panelu ktore zapewnig, 1z linie
pradu w bliskim sasiedztwie optywanego ciala pokrywaja sie z jego brzegiem.

Pozostaje jeszcze oczywiscie zadaé warunek Kutty-Zukowskiego na krawedzi splywu, ktora
sprowadza si¢ do zadania zerowego natezenia wiru na krawedzi spltywu, tj. y =0. W
rozwazanym przez nas przypadku wartosci natezenia sg state na kazdym panelu w zwigzku z tym
jedyng mozliwoscig spetienia tego warunku jest spelnienia nastepujacej rOwnosci.

Vi = ~Yi-1 (10.12)
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W tym przypadku mamy oczywiscie nadmiar réwnan (n+ 1) w stosunku do liczny
niewiadomych (n). W zwigzku z tym w naszym ukladzie réwnan liniowych wykorzystujemy
n — 1 réwnan (10.11) plus rownos¢ (10.12).

Majac wartosci nat¢zenia wirOw na kazdym panelu pozostaje jeszcze wyznaczenie wartosci
sktadowej stycznej predkosci. Oczywiscie pamictamy, ze:

yds = (u; — uy)ds + (vy — v,)dn (10.13)

W rozwazanym przez nas przypadku sktadowe normalne predkosci na brzegu sa rowne zero,
wiec pozostaja jedynie sktadowe styczne. Dodatkowo zaktadamy, ze predkos¢ niezerowa jest
jedynie na zewngtrznej stronie brzegu. W zwigzku z tym rownanie (10.13) upraszcza si¢ do
nastepujacej rownosci. Z ktorej jasno wynika, 1z lokalna sktadowa styczna predkosci na kazdym
panelu jest rowna lokalnemu nat¢zeniu wiru.

Y =U;y — Uy = Uy (10.14)

Tp
Inside airfoil, V' =0
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Catkowita cyrkulacja optywanego ciala na wszystkich panelach jest zdefiniowana nastepujaco:

n
j=1

Liniowa gesto$¢ sity nosnej rozwiniete] na skrzydle moze by¢ obliczona we wzoru Kutty-
Zukowskiego jako:

n
L' = p Ve Z ¥;S; (10.16)
j=1

Poniewaz w rozwazanym przez nas modelu numerycznym nat¢zenia wirdw na kazdym panelu
byly zadawane jako state warto$¢, metoda ta jest okreslana jako metoda pierwszego rzedu. W
celu uzyskania wyzszych doktadnosci rozwigzan, natezenie wiru na kazdym panelu moze by¢
zadawane jako rozkltad liniowy (rysunek ponizej), tego typu metody sg nazywane metodami
drugiego rzedu.
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Nieliniowa teoria linii no$nej-rozwiazanie numeryczne

W klasycznej metodzie linii nosnej Prandtla zaktada si¢ liniowy przebieg wspotczynnika sity
nosnej od kata natarcia. W zwigzku z tym metoda ta moze by¢ jedynie stosowana w zakresie
niewielkich katow natarcia. Niemniej jednak wyzsze katy natarcia oraz katy natarcia w zakresie
przeciagni¢cia muszg by¢ rOwniez rozwazane w procesie projektowania 1 optymalizacji skrzydta.
Rozwazmy skrzydlo o skonczonej rozpigtosci, danym obrysie 1 pewnym skreceniu
geometrycznym (dowolne parametry geometryczne!). Skrzydto jest zbudowane w oparciu o
rozne profile aerodynamiczne wzdtuz rozpietosci. Kluczowe w tym podejsciu jest zatozenie, ze
dla kazdego profilu aerodynamicznego wzdluz rozpigtosci, dysponujemy wartoSciami
wspotczynnika sity nosnej w petnym zakresie interesujgcych nas kgtow natarcia (dopuszczamy
rowniez zakres nieliniowy, tj. zakres przeciggniecia).

W niniejszym podejsciu rozktad cyrkulacji jest wyliczany iteracyjnie, jak ponize;:

1. Skrzydlo jest dyskretyzowane/podzielone wzdtuz rozpietosci na k sektorow.
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2. Jako rozwigzania poczatkowe, zaktada sie eliptyczny rozktad cyrkulacji wzdtuz rozpietosci.
Lokalne warto$¢ cyrkulacji I, sa wyznaczane zgodnie z lokalnym katem natarcia a,, |
wartoSciami lokalnego wspotezynnika sity nosnej profilu ¢;,.

3.Dla zadanego rozktadu cyrkulacji I' (punkt 2.) wyliczany jest indukowany kat natarcia «;,
zgodnie z ponizsza zaleznos$cia:

1 (b2 (dr/dy)dy
a;(Vn) = 7= (10.17)
Vo) b2 Yn =Y
Oczywiscie na w rozwazanym przez nas podejsciu catka w réwnaniu (10.17) jest wyliczana
numerycznie jak ponize;j:

k
a;(y,) = =&y Z <(dr/dy)j_1 + 4 (dr/dy); + dr'/dy) ;s

4nVe, 3 =246, Yn —YVj—1 Yn — Jj Yn —Yj+1

) (10.18)

Gdzie, Ay jest rozmiarem podziatow w kierunku rozpigtosci.

4, Wykorzystujac wyliczony rozktad indukowanego kata natarcia (punkt 3.) wyliczany jest
efektywny kat natarcia, zgodnie z ponizszg zaleznoscia:




Aerr (V) = a(¥n) — a; () (10.19)

5. Majac rozktad efektywnego kata natarcia wyznaczane s3 lokalne wartosci wspotczynnika
sity nosnej ¢;, korzystajac z bazy danych eksperymentalnych.

6.,,Aktualny/nowy” rozktad cyrkulacji wzdhiz skrzydla jest wyliczany ze wzoru Kutty-
Zukowskiego:

1
L' = poVou ' (3,) = > PooVeo“CCy, (10.20)
Stad

1
Ir'(y,) = iVoocncln (10.21)

gdzie c,, to lokalna cieciwa skrzydia.

7. W przypadku, gdy rozktad cyrkulacji uzyskiwany w kolejnych petlach (punkty od 3 do 6)
rozni sie o warto$¢ wyzsza od zadanej (np. 107%) od rozkladu w poprzedniej petli, kolejny
rozktad cyrkulacji zadawany w punkcie 3 jest wyliczany zgodnie z nastepujaca zaleznoscia:

Fuaktualniona — Ipoprzednia + D(Faktualna R Fpoprzednia) (10-22)




Gdzie, D jest wspolczynnikiem tlhumienia stosowanym w czasie iteracji. Warto$¢ tego
wspotczynnika jest zazwyczaj przyjmowana na poziomie 0.05.

8. Dysponujac zbiegnietym rozwigzaniem cyrkulacji wzdluz rozpigtosci z fatwoscia mozemy
wyznacza¢ catkowity wspotczynnik sity nosnej oraz calkowity wspotczynnik oporu
indukowanego, zgodnie z nast¢pujacymi zaleznosciami.

L 2 (P2

C, =——=— I'(y)dy (10.23)
" 46S VoS )y
Di 2 b/2

Cp I'(y)a;(y)dy (10.24)

L eSS VS )y

Calki w zaleznosciach (10.23) i (10.24) sg oczywiscie rowniez rozwigzywane numerycznie.




W celu walidacji omowionego podejscia numerycznego poroOwnano wyniki rozktadu cyrkulacji
dla skrzydia o obrysie prostokatnym dla r6znych wartosci wydtuzenia skrzydia (rysunek po
lewe)). Ciagtle linie sg dla wynikéw uzyskanych klasyczng metoda linii no$nej Prandtla, natomiast
znaczniki dotyczg rozwigzan numerycznych. Widzimy bardzo dobrg zgodnos¢ miedzy obu
rozwigzaniami (tj. rozwigzanie analityczne 1 rozwigzanie numeryczne). Porownujgc natomiast
rozwigzanie numeryczne z danymi eksperymentalnymi dla przebiegu wspotczynnika sity nosne;j
(rysunek po prawej) widzimy oczywiscie wicksze rozbieznosci. Niemniej jednak zgodno$¢
miedzy rozwigzaniem numerycznym 1 danymi eksperymentalnymi jest doS¢ dobra biorgc po
uwage ztozonos¢ przeptywu (3D) w zakresie wysokich katow natarcia.
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Metoda siatki wirowej, ang. Vortex Lattice Method (VLM))
Klasyczna teoria linii nosnej Prandtla moze by¢ jedynie stosowana do skrzydet o dos¢ duzym
wydluzeniu 1 niewielkim kacie skosu. W zwigzku z tym w przypadku skrzydet o niewielkim
wydtuzeniu 1 duzym kacie skosu stosowane sg metody, takie jak metoda siatki wirowej. W
przypadku klasycznej teorii linii no$nej Prandtla, zgodnie z tym co przedstawiono na rysunku
ponizej, powierzchnia wirowa jest ,,utkana” z kontinuum lini1t wirowych ,,zamocowanych” do
tzw. linii nosnej zwigzanej ze skrzydtem. Zmienna wzdluz rozpietosci gestos¢ tych linii przektada
si¢ na ciggty 1 niejednorodny w kierunku rozpietosci rozktad cyrkulacji.

/ | i\ //"
/ | \ Q. /
< 7
/ I dw VY
/ | 1/ 4
/ | Yoi— =
/ (&i 1S >
/ dy e O 25— dl
/ P4 Z‘ - L dx- =
Vi ! P AR ==
= x
/ P N —
/ o - N
N\ =

I

I '\\\'\ S e
.= e —
P

b
b= ———
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Klasyczna metoda linii no$nej moze by¢ dalej rozwinieta poprzez zastapienie skrzydta nie jedng
linia no$ng 1 zwigzang z nig powierzchnia wirowa, a serig linii nosnych wzdluz cigciwy z
powierzchniami wirowymi. Model z serig linii nos$nych jest przedstawiony na rysunku ponize;j.
W takim przypadku nat¢zenie powierzchni wirowej w kierunku rozpigtosci (0S y) jest okreslone
jako y. Natezenie w tym kierunku jest rowniez zmienne w kierunku osi x, wiec y = y(x,y). W
wyniku naktadajgcych sig na siebie powierzchni wirowych od kazdej linii nosnej, wystepuje
roéwniez zmienne natezenie 6 w kierunku cigciwy. Podobnie jak w przypadku natezenia w

kierunku rozpigtosci, 6 = 6(x,y).

e Plx, y)

R
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Za krawedzig sptywu skrzydta nie wystepuja linie wirowe w kierunku rozpietosci. W zwigzku z
tym za krawedzig sptywu wystepuje jedynie natezenie 6, (y) w kierunku cieciwy, ktore jest stale
w kierunku osi x. Podobnie jak w przypadku metody panelowej dla profili, catkowita wartosci
predkosci w kierunku normalnym w kazdym punkcie siatki wirowej musi by¢ rOwna zeru, aby
zapewni¢ warunek ,,sliskiej” sciany. Rozwazmy przypadek przedstawiony ponize;.

W lokalnym ukladzie wspotrzednych (&,7n), mamy rozktad natezenia wirowosci w kierunku
rozpietosci y(&,n) oraz rozklad nat¢zenia w kierunku podtuznym 6 (&, n). Korzystajac z prawa
Biota-Savarta mozemy wyznaczy¢ predkosci indukowana w punkcie P(x,y) od
infinitezymalnego udzial dn w punkcie (&, n) natezenia wirowosci yd¢.
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I' dl X x dé (dn)rsin®
|dV| = ‘= yds (dn) (10.25)
4t |r|3 41T rs
Pamigtajac, ze w naszym ukladzie wspotrzednych (dw), = —|dV| mozemy zapisa¢ predkos¢
indukowang od natezenia wirowosci w obu kierunkach nast¢pujaco:
y (x—¢)dédn
d = — 10.26
(dw), v (1026)
y—n n
d = — 10.27
(dw)s = — -~ (1027)

Gdzier = \/(x — 8?2+ (y —n)>.
Ostatecznie rozktad predkosci indukowanej od wirowosci w obu kierunkach oraz wirowosci w
sladzie wirowym na powierzchni nosnej jest zdefiniowany nast¢pujaco:

1 =8y n) + (y—n)d&,n)
W(X;Y) — _E f 3
5 [(x = &)+ (v —n)?)2

_ 5W ,
4nﬂ vy —n)dy(&,n) _dédn (10.28)
[((x = &%+ (y —n)?]z

d&dn




W innym wariancie wczesniej omowionej metody powierzchnia nosna moze by¢ podzielona na
panele 2D (rysunek po lewej stronie przedstawia schematycznie jeden panel). Na kazdym paneclu
mamy zdefiniowang lini¢ no$ng 0 ksztatcie podkowy —abcd o cyrkulacji I,. Krawedz be znajduje
si¢ w odleglosci 1/4 dhugosci panelu [ natomiast punkt kontrolny znajduje si¢ w odlegtosci 3 /4
dhugosci panelu.

Podobnie jak w przypadku metody panelowej profili zaktadamy, ze catkowita wartosci predkosci
w kierunku normalnym na kazdym panelu jest rowna zeru. Bazujac na tym warunku brzegowym
mozemy sformutowac uktad rownan linlowych z niewiadomymi wartosciami cyrkulacji [, na
kazdym panelu. Pelne rozwiazanie uzyskuje si¢ oczywiscie numerycznie.
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Przeplyw potencjalny z modelowaniem obecnosci warstwy przysciennej

Podejscie z modelowaniem obecnosci warstwy przysciennej

sprowadza si¢ do zapewnienia

jednakowego przeptywu nielepkiego, z przeptywem ktéry wystepowatby w przypadku pelnego
przeplywu lepkiego na zewnatrz warstwy przysciennej (Equivalent Inviscid Flow (EIF)), tj.

pv(s,n) = p;v;(s,n) dlan > n,(s)

(10.29)

Na ponizszym rysunku pokazano schematycznie dwa podejscia stosowane w celu uwzglednienia
obecnosci warstwy przysciennej w przepltywach potencjalnych: 1) Displacement body model
oraz 2) Wall Transpiration model. W pierwszym modelu warunek (10.29) jest uzyskiwany
poprzez odsuniecie Sciany o odpowiednig odlegtos¢ An(s) oraz natozenie wirowosci W celu
zapewnienia odpowiedniego rozktadu predkosci styCznej na odsunietej Scianie.

Displacement Body Model

— ] =

Real Flow

— " u; (s.n)
i 7 o _’,‘
| y
n 2 ‘I' A o — F -
A —— -

— .-

ElF tangent

[ — \

e

to disp. body

L e

w(s,n) 1(s,n)

|
. \ o —
| [ — =

. ——
f»{\J_/ e

|
\ P

e R N A\

s FRN - PR L AR

Wall Transpiration Model
S— —

— ™ u; (s,n)

/s ~
-
—— ’J/Ui\\ ()

-

EIF not tangent
to real body

— 5

Rysunki z Flight Vehicle Aerodynamics by M. Drela




W drugim modelu (Wall Transpiration model) warunek (10.29) jest uzyskiwany poprzez zadanej
dodatkowej wirowosci A(s) bezposrednio na Scianie rzeczywistego obiektu. Dzigki temu
uzyskuj¢ si¢ rowniez nicjako efekt odsunigtej Sciany, niemniej jednak w tym przypadku
wystepuje dodatkowa sktadowa normalna predkosci na $cianie rzeczywistego obiektu.

Przeplyw potencjalny z modelowaniem obecnosci sladu wirowego
Podobnie jak w przypadku modelowania obecnosci warstwy przysciennej, realizowane jest
réwniez uwzglednienie obecnosci sladu wirowego w optywach potencjalnych: 1) Displacement
body model oraz 2) Wall Transpiration model na rysunku ponize;.

Displacement Body Model
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